
共形場理論におけるモジュラーテンソル圏の構成とコセット構成の圏
論的対応

本ドキュメントは、2次元共形場理論（CFT）の代数的定式化である頂点作用素代数（Vertex Operator Algebra, VOA）の表現論から構成さ
れる「モジュラーテンソル圏（Modular Tensor Category, MTC）」の完全な数学的データと、CFTにおけるコセット構成（Coset
construction）の圏論的対応物について、これまでの議論をすべて網羅し、自己完結的かつ詳細にまとめたものです。

1. 頂点作用素代数から得られるモジュラーテンソル圏を与えるデータ
共形場理論、特に有理共形場理論（RCFT）の数学的基礎となる頂点作用素代数  の表現論からは、豊かな構造を持つモジュラーテンソル
圏  が自然に構成されます。このプロセスは、Yi-Zhi Huang や James Lepowsky らの長年にわたる研究によって厳密な数学的証明が与え
られました。圏  を構成するデータは以下の通りです。

1.1 対象 (Objects) と Hom集合 (Morphisms)

対象の集合 :
圏  の対象は、基礎となる有理頂点作用素代数  の加群（表現空間）です。有理共形場理論の仮定（ -余有限性、および半単純
性）により、  には有限個の互いに同型でない既約加群（単純対象）  が存在します。ここで、  は自明な加群、
すなわち頂点作用素代数  自身です。任意の対象  は、これらの既約加群の有限個の直和として一意に分解されます。

Hom集合 :
加群  から  への -加群としての準同型写像（インターツワイナー）の空間です。圏  は半単純であるため、シューアの補題
（Schur's Lemma）が成り立ち、既約加群同士のHom集合は以下のようになります：

すなわち、自己準同型環は複素数体  に同型となります。

1.2 テンソル積 (Tensor Product) と単位対象

圏  がモジュラーテンソル圏となるための第一歩は、テンソル積関手と単位対象の存在です。

テンソル積関手 :
共形場理論におけるテンソル積は、単なるベクトル空間としてのテンソル積ではなく、リーマン球面上の3点に配置された場の相互
作用を表すインターツワイニング作用素を用いて定義されます。既約加群のテンソル積は、以下のような直和に分解されます：

ここで  はフュージョン係数（融合係数）と呼ばれる非負整数であり、加群の間のインターツワイニング作用素の空間の次元を
表します。

単位対象 : 頂点作用素代数自身  が単位対象  となります。任意の対象  に対して、自然同型  および 
 が存在します。
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1.3 結合子 (Associator) と五角形公理

3つの対象のテンソル積を考えるとき、その結合の順序を入れ替える同型射が必要です。

結合子 :
任意の対象  に対して、自然同型

が与えられます。CFTの文脈では、この同型写像はKnizhnik-Zamolodchikov (KZ) 方程式などの微分方程式が定める共形ブロックの解
析接続（接続行列）として幾何学的に構成されます。

結合子は、4つの対象  のテンソル積に対して、異なる結合順序を結ぶ2つの経路が一致するという五角形公理 (Pentagon
Axiom) を満たします。これはマクレーン (Mac Lane) のコヒーレンス定理により、任意の有限個のテンソル積の順序の入れ替えが一意に定
まることを保証します。

1.4 ブレイディング (Braiding) と六角形公理

モジュラーテンソル圏は、単なるテンソル圏ではなく、対象の順序を可換にするための構造を持ちます。

ブレイディング :
任意の対象  に対して、自然同型

が存在します。物理的には、複素平面上で2つの場の挿入点  を、互いに交差させずに半周だけ入れ替える操作（モノドロミー
作用）に対応します。ブレイディングは結合子とともに、六角形公理 (Hexagon Axiom) を満たす必要があります。

1.5 リジッド構造 (Rigidity) とトレース

各対象には、粒子と反粒子の関係に対応する双対対象が存在します。

双対対象  と評価・余評価写像:
任意の対象  に対して、双対対象  （VOAの文脈では contragredient module）が存在し、対消滅と対生成に対応する以下の射
（morphisms）が備わっています。

評価 (Evaluation): 
余評価 (Coevaluation): 

これにより圏論的な左トレースおよび右トレースが定義可能となり、任意の自己射  に対してそのトレース  が計算でき
ます。特に、恒等射  のトレースは、対象  の量子次元 (Quantum Dimension) を与えます：

多くの場合、  は通常の整数ではなく、代数的数（  ）になります。

1.6 リボン構造 (Ribbon / Twist)

リボン圏としての構造を与えるために、対象の「自己回転」を定義します。
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ツイスト :
任意の対象  に対する自然同型  です。CFTにおいては、ヴィラソロ代数の元 （エネルギー演算子）を用い
て、以下のように具体的に与えられます。

ツイストは、ブレイディングや双対構造と以下の関係（リボン公理）を満たします：

1.7 非退化性 (Non-degeneracy) と Verlinde公式

リボン圏が「モジュラー」テンソル圏であるための決定的条件が、非退化性です。これは -行列の可逆性として定式化されます。

-行列と非退化性:
既約対象  と  を用いて「ダブルブレイディング（互いに1周まわす操作）」を行い、そのトレースを取ることで、圏論的な -
行列の成分  を定義します。

この正方行列  が非退化（可逆行列である、すなわち ）となるとき、そのリボン圏  をモジュラーテンソル圏
と呼びます。

CFTにおいて、この圏論的な -行列は、トーラス上の分配関数（キャラクター）のモジュラー変換  に対する変換行列に完全に
一致することがZhuの定理により証明されています。

Verlindeの公式 (Verlinde Formula):
モジュラーテンソル圏の非退化性により、テンソル積のフュージョン係数  は、 -行列の成分のみを用いて次のように完全に計
算されます。

（ここで  は複素共役、  は単位対象に関する成分です）。

2. コセット構成のモジュラーテンソル圏における類似物
共形場理論において、大きな対称性を持つ代数  とその部分代数  が与えられたとき、その交換子としてコセット代数 

 を構成し、その表現を解析する手法をコセット構成（Goddard-Kent-Olive構成）と呼びます。この物理的・代数的な操作
は、モジュラーテンソル圏の枠組みにおいて、以下のように幾何・代数・圏論的に完全に定式化されています。

2.1 Müger中央化子 (Müger Centralizer) と因子分解

部分代数  とコセット  の関係  の圏論的対応物は、Michael Müger によって導入された中央化子の概念です。

Müger中央化子 :
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ブレイドテンソル圏  の部分圏  に対し、  の  における中央化子  は、  のすべての対象と「可換（ダブルブレイディン
グが自明）」である対象からなる全部分圏として定義されます：

Mügerの因子分解定理:
 がモジュラーテンソル圏であり、部分圏  自体もモジュラー（非退化）であるとき、  は  とその中央化子  のデカルト積
（テンソル積）に同値になります：

さらに、二次中央化性  が成り立ちます。

証明の概略: 圏  の次元を  と定義します。非退化性の条件は、  全体の中央化子が自明な圏 （単位対象
のみから生成される圏）であることと同値です。部分圏  が非退化であることから、圏の次元について 
が証明されます。さらに自然な関手  が全単射（同値）を誘導することが示されます。これはCFTにおける表現圏のコ
セット分解  の完全な圏論的証明を与えます。 ∎

2.2 可換代数 (Étale Algebra) と局所加群圏 (アニオン凝縮)

共形埋め込み (Conformal embedding) などの拡大  を考える場合、大きな代数  は部分代数の表現圏  の内部において、ある種の
代数対象として実現されます。

Étale Algebra と 局所加群:
圏  内の対象  が、積  と単位射  を持ち、結合律を満たし、さらにブレイディングと可換であるとき
（ ）、  を可換代数（Étale algebra）と呼びます。

-加群の圏の中で、ブレイディングと矛盾しない（可換な）作用を持つ加群の圏を局所加群圏（local module category） 
（または dyslectic modules）と呼びます。

Kirillov-Ostrik らの研究により、コセット代数  の表現圏  は、この可換代数を通じた商構造や相対的中央化子として正確
に理解できることが示されました。凝縮系物理学の文脈では、この過程はアニオン凝縮 (Anyon Condensation) と呼ばれ、トポロジカル相
の相転移を記述します。

2.3 Witt群と Drinfeld Center によるコセット同値

より抽象的な視点から、コセット構成をテンソル圏の「差分」や「商」として類別する枠組みとして、ブレイド・フュージョン圏のWitt群
(Witt Group)  が導入されました。

Witt同値:
2つのモジュラーテンソル圏  が Witt同値（ ）であるとは、あるフュージョン圏  が存在して、それぞれの
Drinfeld Center  を用いて以下が成り立つことと定義されます：

Witt群の演算において、圏の逆元は「ブレイディングの向きを逆にした圏 」で与えられます。コセット構成は本質的に  の内
部から可換代数を用いて新たな圏  を抽出する操作と解釈されます。

2.4 頂点作用素代数における最近の厳密な証明 (W代数など)
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近年、Arakawa, Creutzig, Linshaw らは、アフィン頂点作用素代数や W代数 のコセット構成（例: ）に対して、これらの
圏論的構造が厳密に成立することを証明しました。
特に、Huang-Lepowsky-Zhang のテンソル積理論を用いて、これらのコセットVOAの表現圏が半単純かつ -余有限であり、モジュラーテ
ンソル圏を成すことを示し、さらに異なるコセット間の同値性（Triality）をWitt群やMTCの同型として確立しています。
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